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2. Êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà

Íà÷í¼ì ñ ãëàäêèõ öåëåâûõ ôóíêöèé J(u), u ∈ En è äàëåå
ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèðóåìûå ïî Ôðåøå ôóíêöèîíàëû
J(u), u(τ) ∈ L2(S).
Êëàññè÷åñêîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè (ÍÓÎ):

∥∇J(u)∥En = 0, u = u∗, (1)

Áîëåå ïðàêòè÷íûì ñëåäóåò ñ÷èòàòü ÍÓÎ:

∥∇J(uk)∥En
k→∞−→ 0, (2)

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàäèåíòîâ ìîæåò ôîðìèðîâàòüñÿ
ãðàäèåíòíûìè ìåòîäàìè, íàïðèìåð:

uk+1 = uk − bk∇Jk, k = 0, 1, ...,

ãäå øàãîâûé ìíîæèòåëü bk âûáèðàåòñÿ ñ ó÷¼òîì ÍÓÎ (2).



3. Îñîáåííîñòè ñõîäèìîñòåé

Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå èñ÷åçàåò ¾ïðèÿòíîå¿ ñâîéñòâî
êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ â âèäå ýêâèâàëåíòíîñòè
ñõîäèìîñòåé âåêòîðîâ ïî íîðìå è ïî êîìïîíåíòàì:

∥uk − u∗∥En
k→∞−→ 0 ⇐⇒

∣∣∣uki − u∗i

∣∣∣
∀i=1...n

k→∞−→ 0.

Ñõîäèìîñòü ïî íîðìå ∥uk(τ)− u∗(τ)∥L2(S)
k→∞−−−→ 0, ò.å.

èíòåãðàëüíî â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, íå ýêâèâàëåíòíà

ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
∣∣uk(τ)− u∗(τ)

∣∣ k→∞−−−→ 0 ∀τ ∈ S.

Äàëåå ðàññìîòðèì äðóãèå âèäû êîíå÷íîìåðíûõ ñõîäèìîñòåé,
êîòîðûå ìîæíî áûëî áû îáîáùèòü íà áåñêîíå÷íîìåðíûå
ïðîñòðàíñòâà.



4. Ìåòîä êîëëèíåàðíûõ ãðàäèåíòîâ (ÌÊÃ)

Ïðåäëàãàåòñÿ ÍÓÎ:

∇J(uk)
k→∞−−−→ 0 êîëëèíåàðíî.

(3)
ÌÊÃ (ìåòîä ïåðâîãî ïîðÿäêà,
êâàäðàòè÷íàÿ ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè):

uk+1 = uk + bkd(uk),

Êëàññè÷åñêîå ÍÓÎ (2)
èãíîðèðóåò íàïðàâëåíèå
ïðèáëèæåíèÿ ê u∗. ÍÓÎ (3)
òðåáóåò ïðèáëèæåíèå ê u∗
ïî íàïðàâëåíèþ
êîëëèíåàðíûõ ãðàäèåíòîâ, ò.å. ñ
ïðîïîðöèîíàëüíûì óìåíüøåíèåì âñåõ êîìïîíåíò âåêòîðà ∇J .



5. Áåñêîíå÷íîìåðíûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè

Òåîðåìà 1 (Î÷åíü ñèëüíîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè). Åñëè
ôóíêöèîíàë J(u), u ∈ L2(S) êâàäðàòè÷íûé è ñòðîãî
âûïóêëûé, òî äëÿ ñõîäèìîñòè ê îïòèìóìó u∗ íà S∆ ⊆ S
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèîíàëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

∇J(uk; τ)
k→∞−−−→ 0 ïðîïîðöèîíàëüíî íà S∆ ⊆ S. (4)

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ñòðîãî âûïóêëîãî êâàäðàòè÷íîãî
ôóíêöèîíàëà óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè (4) ôîðìèðóåò øàã
b0d(u0; τ), ñîâïàäàþùèé ñ øàãîì ìåòîäà Íüþòîíà (ìåòîä
âòîðîãî ïîðÿäêà, êâàäðàòè÷íàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè).

Àíàëîã Òåîðîåìû 1 ñóùåñòâóåò â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è
ðåàëèçóåòñÿ ÌÊÃ. Íî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ðåàëèçîâàòü Òåîðåìó 1 ñ ÌÊÃ ñëîæíî.



6. Áåñêîíå÷íîìåðíûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè

Òåîðåìà 2 (Cèëüíîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè). Åñëè ñòðîãî
âûïóêëûé êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë J(u), u ∈ L2(S) èìååò
ìèíèìóì â òî÷êå u∗, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé uk

òàêîâà, ÷òî
∣∣u∗ − uk

∣∣ k→∞−−−→ 0 ðàâíîìåðíî íà S∆, íåîáõîäèìî:∣∣∣∇J(uk; τ)
∣∣∣ k→∞−−−→ 0 ðàâíîìåðíî íà S∆ ⊆ S. (5)

Òåîðåìà 3 � òðàäèöèîííàÿ (Ñëàáîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè)

∥∇J(uk; τ)∥L2(S)
k→∞−−−−→ 0.

Äëÿ ñòðîãî âûïóêëîãî J(u) èç (5) èìååì ñõîäèìîñòü ïî

ëîìàíîé òðàåêòîðèè
∑∞

k=0 b
kd̃k ≈ b0d0, ãäå bkd̃k = uk+1 − uk.

Áëèçîñòü òðàåêòîðèé
∑∞

k=0 b
kd̃k è b0d0 îïðåäåëÿåòñÿ

áëèçîñòüþ ðàâíîìåðíîé è ïðîïîðöèîíàëüíîé ñõîäèìîñòåé.



7. Áåñêîíå÷íîìåðíûå ýêñòðåìàëüíûå àëãîðèòìû.
ÌÐÍÑã

Ìåòîä ñ ðåãóëèðóåìûì íàïðàâëåíèåì ñïóñêà íà îñíîâå
ãðàäèåíòà (ÌÐÍÑã):

uk+1 = uk − bkαk∇Jk ðàâíîìåðíî íà S∆, k = 0, 1. . . (6)

Çäåñü ïàðàìåòð ðåãóëèðîâàíèÿ íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà
αk(τ) ∈ C1

+(S∆) = {αk ∈ C1(S∆) | 0 < αk(τ) < ∞ ∀τ ∈ S∆}
çàäà¼òñÿ èç óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ê îïòèìóìó.

Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ÌÐÍÑã (6) ñ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòüþ
ìîæíî ñ÷èòàòü îáîáùåíèåì êîíå÷íîìåðíîãî ÌÊÃ ñ
ïîêîìïîíåíòíîé ñõîäèìîñòüþ?



8. Îáîáùåíèå ÌÊÃ íà ÌÐÍÑã

ÌÐÍÑã ìîæåò áûòü îáîáùåíèåì êîíå÷íîìåðíîãî ÌÊÃ â
áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè íàïðàâëåíèå
ìèíèìèçàöèè ÌÊÃ

dk(τ) = −αk(τ)∇J(uk; τ) � íàïðàâëåíèå ÌÊÃ ,

ãäå

αk(τ) =
dk(τ)

−∇J(uk; τ)
� ðåãóëèðîâêà â ÌÐÍÑã .

Î ñîâïàäåíèè ÌÐÍÑã è ÌÊÃ ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî, åñëè
∇J(uk; τ) ̸= 0 ∀k, τ , αk ∈ C1, à íå C1

+. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ÌÐÍÑã â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïî
ñðàâíåíèþ ñ ÌÊÃ.



9. Âûáîð α â ÌÐÍÑã äëÿ ≈êâàäðàòè÷íîãî J(u)

Â îêðåñòíîñòè u0 çàäàäèì øàáëîííûå ïðèáëèæåíèÿ ũ0(τ),
óäîâëåòâîðÿþùèå ñèëüíîìó ÍÓÎ Òåîðåìû 2:

u0(τ)
ðàâíîìåðíûé øàã−−−−−−−−−−−→ ũ0(τ), τ ∈ S∆,

∇J(u0; τ)
ðàâíîìåðíîå èçìåíåíèå−−−−−−−−−−−−−−−→ ∇J(ũ0; τ), τ ∈ S∆.

Ò.å. øàáëîííûé øàã
∣∣ũ0 − u0

∣∣ äîëæåí áûòü çàìåòíûì äëÿ
âñåõ τ ∈ S∆ è äîëæåí ïðèâîäèòü ê çàìåòíûì íà S∆

èçìåíåíèÿì ãðàäèåíòà
∣∣∇J(u0)−∇J(ũ0)

∣∣. Ïîëó÷àåì
α(τ) =

∣∣∣∣ ũ0(τ)− u0(τ)

∇J(u0; τ)

∣∣∣∣ , sgn∇J(u0; τ) = const.

Çäåñü sgnJ(u0; τ) = const � ýòî ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ
òðåáîâàíèÿ ∇J(uk; τ) ̸= 0 ∀τ , k = 0.



10. Ïðàêòè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè âûáîðà α

1. ÌÐÍÑã ñëåäóåò íà÷èíàòü ñ ïàðàìåòðîì α = 1, ò.å. ñ
ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà.

2. Øàáëîííûé øàã ¾ïîä 45°¿: ũ0(τ) = u0(τ)± δ. Ïîëó÷àåì

α(τ) =
δ

|∇J(u0; τ)|
, sgnJ(u0; τ) = const, τ ∈ S∆.

ãäå δ > 0 � ñìåùåíèå ôóíêöèè u0(τ).

3. Åñëè øàã 2 îêàçûâàþòñÿ íåäîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûìè,
òî ñëåäóåò ëèáî ñìåíèòü u0, ëèáî çàäàòü äðóãóþ
ýâðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ϕ: ũ0(τ) = ϕ(τ). Ïðè ýòîì,

α(τ) =

∣∣∣∣ϕ(τ)− u0(τ)

∇J(u0; τ)

∣∣∣∣ , sgnJ(u0; τ) = const, τ ∈ S∆.



11. Èëëþñòðàöèÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèè

Îäíîìåðíûé íåñòàöèîíàðíûé
ïðîöåññ òåïëîïåðåäà÷è:

Cρ
∂T

∂t
− λ

∂2T

∂x2
= 0,

ãäå T (x, t) � òåìïåðàòóðà
â ñòåíêå ðåàêòîðà, C, ρ è
λ � òåïëîåìêîñòü, ïëîòíîñòü
è òåïëîïðîâîäíîñòü.
Êðàåâûå óñëîâèÿ:

λ
∂T

∂x
= q íà Γa = xa×(t0, t1), λ

∂T

∂x
= u íà Γb = xb×(t0, t1),

T = T0, íà [xa, xb]× t0.



12. Ôóíêöèîíàë è ãðàäèåíò

Íàéòè ïëîòíîñòü ïîòîêà òåïëà u(t) ∈ L2(S), äîñòàâëÿþùóþ
ìèíèìóì êâàäðàòè÷íîìó öåëåâîìó ôóíêöèîíàëó

J(u) =

∫ t1

t0

(
T (xa, t)− T∗(t)

)2
dt,

ãäå T∗(t) � íîìèíàëüíàÿ òåìïåðàòóðà ðåàêöèè.

∇J(u; t) = −f íà S∆.

Ñîïðÿæ¼ííàÿ çàäà÷à:

−Cρ
∂f

∂t
− λ

∂2f

∂x2
= 0,

λ
∂f

∂x
= 2

(
T
∣∣
Γa

− T∗
)
íà Γa, λ

∂f

∂x
= 0 íà Γb,

f = 0 íà [xa, xb]× t1.



13. Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè

Ðàñ÷¼òû ñîñòîÿíèé èñõîäíîé è ñîïðÿæ¼ííîé çàäà÷
ïðîâîäèëèñü ïî íåÿâíîé ñõåìå Êðàíêà-Íèêîëñîíà íà
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñåòêå 10× 100. Îáùåå âðåìÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîñòàâëÿëî 150 ñ. Âûáðàííûé øàã ïî
âðåìåíè ∆t = 1.5 ñ îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ
óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèþ óïðàâëÿåìîñòè. Òî åñòü, ïðè
ðåøåíèè èñõîäíîé çàäà÷è íà îòðåçêå âðåìåíè [t0, t1] ìû
áóäåì îïòèìèçèðîâàòü óïðàâëåíèå u(t) íà áîëåå óçêîì
¾âû÷èñëèòåëüíîì¿ ìíîæåñòâå

S∆ = xb×(t0, t1 −∆t] = xb×[t0 +∆t, t1 −∆t] = xb×[1.5, 148.5] ñ.

Äèñêðåòíîå âûðàæåíèå ìíîæåñòâà S∆ = S äëÿ âûáðàííîãî
øàãà ∆t.



14. Îðãàíèçàöèÿ òåñòîâûõ ðàñ÷¼òîâ

Çàäàâàëîñü óïðàâëåíèå

u∗(t) = 150 + 50 sin
2πt

t1 − t0

êÄæ

ì2ñ
íà S,

ðàññ÷èòûâàëàñü òåìïåðàòóðà íà Γa. Äàííàÿ òåìïåðàòóðà
ïðèíèìàëàñü íîìèíàëüíîé (îïòèìàëüíîé) T∗ è ðåøàëàñü
îáðàòíàÿ çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè óïðàâëåíèÿ u(t),
äîñòàâëÿþùåãî ìèíèìóì öåëåâîìó ôóíêöèîíàëó J(u).

Òåñòû çàêàí÷èâàëèñü ïðè ïðåêðàùåíèè ñõîäèìîñòè:

∥uk − uk−1∥L2(S∆)

∥uk−1∥L2(S∆)
≤ 10−6.

Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå

u0(t) = 400 êÄæ/ì2ñ.



15. Òåñòèðîâàíèå òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ

(a). ÌÍÑ (ïóíêòèð) è L-BFGS (òî÷êè) (b). Áåñêîíå÷íîìåðíûé ÌÊÃ

Ðàññìàòðèâàåìûé ïðèìåð (êâàäðàòè÷íîñòü J(u), âèä u0)
ïîçâîëèë íàéòè α ïðè k = 0 äëÿ Íüþòîíîâñêîãî øàãà
áåñêîíå÷íîìåðíîãî ÌÊÃ (15 ïîäèòåðàöèé ÌÑÃ). Çíà÷åíèå J(u)
óìåíüøèëîñü íà 1 ïîðÿäîê ëó÷øå, ÷åì ÌÍÑ.
[Ïðè k = 29 óìåíüøèëîñü íà 4 ïîðÿäêà ëó÷øå, ðèñ. ïî÷òè íå èçìåíèëñÿ]



16. Òåñòèðîâàíèå ÌÐÍÑã

Ïàðàìåòð ðåãóëèðîâàíèÿ íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà

α(t) =
0.2u0

|∇J(u0; t)|
.

Ñõîäèìîñòü � ðàâíîìåðíàÿ, çàâåðøèëàñü ïðè k = 367.
Çíà÷åíèå J(u) óìåíüøèëîñü íà 5 ïîðÿäêîâ ëó÷øå, ÷åì ÌÍÑ.
[Ïðè k = 50 óìåíüøèëîñü íà 2 ïîðÿäêà ëó÷øå. Íåò ïîäèòåðàöèé ÌÊÃ]



17. Âûâîäû

Íîâîå ñèëüíîå ÍÓÎ Òåîðåìû 2, ñôîðìóëèðîâàííîå â
îêðåñòíîñòè îïòèìóìà, îòêðûâàåò íîâûå âîçìîæíîñòè
êîíñòðóèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ýêñòðåìàëüíûõ
àëãîðèòìîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òàêèå àëãîðèòìû (ÌÐÍÑ ñ
ðåãóëèðóåìûì íàïðàâëåíèåì ñïóñêà) ìîãóò îáåñïå÷èâàòü
áûñòðóþ ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèé-óïðàâëåíèé ê
îïòèìóìó. Òðàäèöèîííûå áåñêîíå÷íîìåðíûå àëãîðèòìû
ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîãóò ðåàëèçîâûâàòü òîëüêî ñëàáîå ÍÓÎ ñî
ñëàáîé (èíòåãðàëüíîé ïî íîðìå) ñõîäèìîñòüþ ê îïòèìóìó.
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